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It is a well-known fact that the function 
&(r) = f$ P(nQ + l) exp 2niT 
n=o [ (n+%P)] 
has the behavior of a modular function of level (“Stufe”) Q and dimension 
l/2, if Q is an integer and I satisfies the condition 24Z = l(Q) and 0 < 1 c Q. 
In paper we show that these conditions are also necessary. 
Furthermore, the zeros and poles (including main parts) in all rational 
points are determined. Several applications are given. For q = 5, 7 or 13 
we get well-known results with very simple proof. For q = 17 we get a new 
identity, and a congruence relation between the number of partitions and 
the number of representations of quatemary quadratic forms of dis- 
criminant 17 and 173, respectively. 
1. Mit p(n) wird im Folgenden die Eulersche Partitionenfunktion 
bezeichnet, die mit der Dedekindschen q-Funktion durch 
V-‘(T) = f. P(n) exp [2~ci(n -&r] 
verkntipft ist. Diesen Zusammenhang nutzten Darling [I] und Mordell [5] 
aus, als sie die beiden von Ramanujan [7] ohne Beweis aufgestellten Iden- 
titgten 
x p(5n+4) exp [2ni(n+$$)T] = 5 ‘$f$) 
und 
z p(7n + 5) exp [2zi(n +++)T] = 7 ‘$$ +49 ‘$$ 
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bewiesen. Diese beiden Identitgten multiplizieren wir mit a bzw. q(7~) 
und erhalten Identitgten des folgenden Typus: 
a 1 p(Qn + 1) exp [2+(n +a)~] = J’olynom in !$?y, 
wobei Q und 1 natiirliche Zahlen sowie a eine rationale Zahl ist. Solche 
Identitgten suchte Zuckerman [11] zu bestimmen. Er fand solche in 
gr6l3erer Anzahl, dabei war jedoch stets Q Potenz einer Primzahl p, die den 
beiden Bedingungen ~$24 und (p- 1)124 geniigt. Damit kommen fiir Q 
lediglich Potenzen der Primzahlen 5, 7 und 13 in Betracht. Dabei ist 
bemerkenswert, daI3 I in jedem der von Zuckerman betrachteten F%lle 
durch die beiden Bedingungen 
242~ l(Q) und 0s ZC Q (3) 
als Funktion von Q eindeutig bestimmt ist. Diese Bedingungen mu&e 
Zuckerman einfi.ihren, damit er einen gewissen Koeffizientenvergleich 
durchftihren konnte. 
Hier wird die folgende allgemeinere Frage untersucht: Wie ist Q, I und 
x zu wghlen, damit 
nzo PCQ~ -I- 0 exp l274n + 4~1 id) 
eine Modulform der positiven Dimension l/2 zu der Gruppe To(Q) ist.l 
Das Resultat erweist sich-einschliel3lich der Bestimmung des Multi- 
plikatorsystems-als bemerkenswert einfach: Es sei Q eine zu 24 teiler- 
fremde natiirliche Zahl. Die natiirIiche ZahI I geniige den Bedingungen (3). 
Ferner sei LX = (241- 1/24Q). Dann ist (4) eine Moduvorm der positiven 
Dimension l/2 zur Gruppe l-,,)(Q), sodoj3 
(5) 
eine Modulform zur Gruppe rO(Q) mit dem trivialen Muhiplikatorsystem 
id. Das sind alle Ltisungen der gestellten Aufgabe. Die erwghnten 
Ramanujanschen sowie die von Zuckerman bewiesenen Identitgten 
k6nnen auf Grund dieses Satzes durch einfachen Koeffizientenvergleich 
bes%igt werden, falls das funktionentheoretische Verhalten von (5) 
bekannt ist. Dieses wird in Satz 3, 4, und 5 angegeben. Dabei muJ3 man 
sich allerdings auf den Fall, da0 Q eine Primzahlpotenz ist, beschrgnken. 
Als Anwendung werden die vier Moduln Q = 5, 7, 13 und 17 betrachtet. 
Jn den ersten drei Ftillen hat der Funktionenkcrper aller Modulformen zur 
Gruppe rO(Q) das Geschlecht Null. Man erhglt durch eine sehr einfache 
Rechnung bekannte Resultate. Der Fall Q = 17 wurde bisher noch nicht 
untersucht. Es werden im zweiten Teil dieser Abhandlung Basen der 
1 Eine Zusammcns~eliung der vorkommenden Begriffe aus der Theorie der Modul- 
funktionen findet sich am Ende dieser Einleitung. 
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Scharen der ganzen Modulformen zur Gruppe F,,(l7) mit durch vier 
teilbarer Dimension konstruiert. Dabei zeigt es sich, daI3 die Funktion 
~(17~) x p(l7n+5) e 
Zni(n+&)r 
als Quotient von ganzen Modulformen der Dimension - 16 darstellbar ist. 
Nachdem die im Nenner dieser Darstellung stehende Modulform geeignet 
gewahlt ist, ist der Zahler in eindeutig bestimmter Weise durch die Basis 
auszudrticken. Die Berechnung dieser Koegizienten ist miihsam und liefert 
kein interessantes Resultat. Beschrankt man sich jedoch auf die Berech- 
nung der KoefTizienten modulo 17, so findet man mit geringem Aufwand 
das folgende Ergebnis : 
Es seien BI und B2 zwei halbganze symmetrische positivdejinite vier- 
reihige Matrizen mit den Diskriminanten det(2B& = 17 und det(2BJ = 173. 
(Durch diese Angaben sind die Aquivalenzklassen der zugehorigen 
quadratischen Formen eindeutig bestimmt, so dag such die Darstellungs- 
zahlen a,,(BI) und an(B2) einer nattirlichen Zahl a durch diese Formen 
eindeutig bestimmt sind.) Die Funktion 
besitzt eine Potenzreihenentwickhmg, wo alle Koefizienten durch 17 teilbare 
ganze Zahlen sind. Diese Kongruenzrelation zwischen Partitionenanzahlen 
und Darstellungsanzahlen kann als ein Analogon der Ramanujanschen 
Kongruenz p(5n+4) = O(5) fur den Modul 17 angesehen werden, Dabei 
ist zu erwahnen, dal3 die Funktion 
die einzige Spitzenform des Typus { FO( 17), - 2, x} mit reellem Charakter x 
ist, die eine Eulersche Produktentwicklung besitzt. 
Mit den Untersuchungen von 0. Kolberg [4], der Identitaten fiir die 
Funktion 
,zo AQn + W’ mit 05 l <Q 
ohne eine zusatzliche Kongruenzbedingung fur die Zahl Z untersucht hat, 
besteht kein Zusammenhang. Schlieglich sei angemerkt, da0 die zur 
Konstruktion der Basis benutzten Thetareihen von Hecke [3] angegeben 
wurden. Leider sind zwei der von Hecke angegebenen quadratischen 
Formen mit der Diskriminante 17* im Beispiel 3 der genannten Kopen- 
hagener Monographie nicht korrekt. Die im Folgenden benutzten 
quadratischen Formen wurden mit Hilfe der elektronischen Rechen- 
29 
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maschine Siemens 2002 der Universitat Heidelberg ausgewahlt. Da es nur 
darauf ankommt, da0 man aus jeder Formenklasse von quaternaren 
Formen mit Diskriminante 17, 172, oder 173 einen Reprasentanten besitzt, 
gentigt die Feststellung, dal3 die unten genannten Formen inaquivalente 
Formen mit den angegebenen Diskriminanten sind. Dal3 diese Formen ein 
vollstandiges Vertretetsystem aller Formenklassen mit der Determinante 
17, 172, 173 bilden, ist mit Hilfe des Siegelschen Hauptsatzes zu kontrol- 
Iieren Diese Rechnung ist leicht durchzufiihren. Damit ist das gewonnene 
Resultat unabhangig von der Rechnung auf der Rechenmaschine zu 
kontrollieren. 
In dem folgenden Abschnitt werden einige Begriffe aus der Theorie der 
Modulfunktionen, die im Laufe dieser Abhandlung vorkommen werden, 
kurz zusammengestellt : 
Eine in der Halbebene 3rnr > 0 meromorphe Funktion hei& eine 
Modulform zu der Gruppe I von der Dimension -r, wenn folgende 
Bedingungen erftillt sind : 
(i) I- ist eine Untergruppe der Gruppe W2(Z) von endlichem Index. 
(ii) Zu jedem I, = E I gibt es einen Multiplikator u(L) mit der 
Eigenschaft 
(iii) Fi,ir jedes L E GlZ2(Z) besitzt die Funktion 
eine Reihenentwicklung der Art 
wobei die Summationsbedingung besagt, dal3 hochstens endlich viele 
Exponenten n+a negativ sind. Diese Reihe konvergiert in einer gewissen 
Umgebung von q = 0. Offenbar sind durch die Bedingung (iii) N und a 
nicht eindeutig festgelegt. 
Die Modulform f heil3t eine ganze Modulform, wenn f im Innern der 
oberen Halbebene holomorph ist und die Reihen (iii) keine von Null 
verschiedenen Summanden mit n+a < 0 enthalten. Unter dem Typus 
einer ganzen Modulform versteht man das Tripe1 {I, -r, u}. Die ganzen 
Modulformen eines festen Typus bidden stets einen Vektorraum iiber C 
von endlicher Dimension. Sind in der Entwicklung (iii) alle vorkommenden 
Exponenten positiv, so heil3t die ganze Modulform f eine Spitzenform. 
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Es werden nur wenige Typen von Gruppen l? im Folgenden auftreten. 
Diese sind : 
(a) Die Gruppe G!&(Z) selbst, die abgektirzt mit rI bezeichnet wird. 
(b) Die sog. Hauptkonvergenzgruppe der Stufe Q, die durch 
definiert wird. 
(c) Die Gruppe l?,,(Q), die durch 
definiert wird. 
e g-, c =0(Q) } 
Vermoge der Definition 
ist jedem 
eine konforme Selbstabbildung der oberen r-Halbebene zugeordnet. 
Dadurch wird eine Aquivalenzrelation fur Punkte der oberen r-Halbebene 
einschliel3lich der rationalen Randpunkte definiert. Es sei 3x7 > 1 und 
L e rI. Unter dieser Annahme hangt die Anzahl der beziiglich der 
konjugierten Gruppe Ll-L- ’ ingquivalenten Punkte in der Folge 
{7, r+ 1, r+&. . .I nicht von 7 ab. Diese Anzahl N heiBt die Spitzenbreite 
der Gruppe I im rationalen Punkte L-‘~J. Diese Spitzenbreite kann stets 
in der Reihenentwicklung (iii) zur Definition von q benutzt werden. In 
unter der Gruppe I aquivalenten Randpunkten hat 7 die gleiche Spitzen- 
breite. 
Hat die Modulform f in einem Punkte 7,, im Innem der oberen 
Halbebene eine Nullstelle (Pol) der Ordnung a im funktionentheoretischen 
Sinne, so wird hier unter der Nullstellenordnung (Polordnung) der 
Quotient aus funktionentheoretischer Nullstellenordnung (Polordnung) 
und der Ordnung der Fixuntergruppe des Punktes I0 verstanden. Hier- 
durch konnen nicht-ganzrationale Nullstellenordnungen (Polordnungen) 
entstehen. In dem rationalen Punkt L-‘GCI versteht man unter der Null- 
stellenordnung den Index n0 + a des ersten von Null verschiedenen Gliedes 
der Reihenentwicklung (iii). Bei dieser Zahlung der Nullstellen gilt der 
S&z: Jede nicht-konstante Modulform des Typus {F, -r, ~1 hat genau 
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inaquivalente Nullstellen. Hieraus folgt insbesondere, dal3 -r 2 0 ist, 
falls eine ganze nicht-konstante Modulform des Typus {I, -r, a} 
existiert. 
Im letzten Teil dieses Aufsatzes wird von dem folgenden Sachverhalt 
Gebrauch gemacht: Es sei f e {I, -2, u}, L e I, u(L) = 1 und a+d = 0. 
Dann gibt es einen Punkt r1 in der oberen Halbebene mit L71 = 71, und 
es ist 
(~7+d)-~j(L7) =f(7). 
Tragt man hier r = 7l ein, so wird (~7~ +d)2 = - 1, d.h. -f(7& = f(Tl) 
Daraus folgt :fhat an der Stelle 7l eine Nullstelle der Ordnung mindestens 
4. Eine solche Nullstelle, die aus dem Transformationsverhalten erschlossen 
werden kann, heil3t eine Zwangsnullstelle. 
2. Urn Schwierigkeiten, die mit dem PMultiplikatorsystem und 
den zugehorigen tr-Faktoren zusammenhangen, zu vermeiden, betrachten 
wir nach dem Vorbild von Heinrich Weber [IO] die Funktionen 
mit 05 b cd, ud =Q (61 
und untersuchen deren Transformationsverhalten bei Modulsubstitu- 
tionen. Es seien, a, b, d ganze Zahlen, die den Bedingungen 0 5 b c d, 
ad = Q geniigen. Wir setzen R = Rabd = . 
HILFSSATZ 1. Es sei eine Matrix Rabd und eine Matrix L IZ lr gegeben. 
Hierzu gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix L* und eine Matrix 
R* = I&,,+ sodaN 
RL = L*R*, L* G lI- 
gilt. Die Faktoren v(L) bzw. v(L*) sind Werte des bekannten v-M&i- 
plikatorsystems. 
Beweis. Wir betrachten die Aquivalenzrelation L - N, die durch 
“L - N genau, wenn LN-l e lr” 
in der Menge der ganzzahhgen Matrizen mit der Determinante Q definiert 
wird. Hecke [3] hat gezeigt, dal3 die Matrizen Rabd gerade ein Reprasen- 
tantensystem der hierzu gehorigen Aquivalenzklassen bilden. Daraus folgt 
die erste Behauptung. 
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Jeder reellen Matrix jt4 = UP 
c J Yd 
mit positiver Determinante ist durch 
die Definition 
j-(T)yf(#4 = (yr+6pzj(A4T) 
ein Operator in der Menge aller in der oberen Halbebene definierten 
meromorphen Funktionen zugeordnet. Dabei ist, wie tiblich, (YT + ~5)~ ‘I2 
durch exp [- l/2 log (~T+cS)] definiert. Als Wert des Logarithmus ist der 
Hauptwert, der der Ungleichung rc c %I log z 5 TI gentigt, zu wahlen. 
Man stellt sofort fest, dag 
und 
mpfm = bJ2 z + J2)- 1’m4K 9 
gilt, wenn (y2, dz) die zweite Zeile des Matrizenproduktes MM1 ist. 
Daraus folgt 
f7(M,hf~) = (~~~+~~)+l’2(y~~~+~)+l’2(~2~+~2)-l’2. 
Man erkennt hieraus, dafi ~(&f, &fi) eine in der oberen Halbebene holo- 
morphe Funktion mit konstantem Betrag ist. Eine solche Funktion ist eine 
Konstante. Die Werte dieser c-Faktoren wurden durch Petersson [6] 
bestimmt. Wir entnehmen der Peterssonschen Tabelle 
a(R, L) = a(L*, R*) = 1. 
Daraus folgt 
tj(T)iRL = d-l’2q L = d-1’2(yT+c5)-1’2rj 
und 
q(T)]L*R* = (tf(T)]L*)jR* = qL*)d*- 1’2q 




Dividiert man diese Identitgt durch 
OJT + cq- 1’2q(L7) = W)tj(4, 
so erhalt man die Behauptung des Hilfssatzes. 




und L. = 
explicit berechnen. Die Matrizengleichung RL = L*R* ist mit den folgenden 
Gleichungen aquivalent 
la + bvQ = eta*, pa + bp = cfb* +j?d*, 
dvQ = ya*, dp = yb* +hd*. 
Da cx und y teilerfremde Zahlen sind, und da a und CZ* Teiler von Q sind, 
ist die folgende Rechnung leicht zu bestatigen: 
(a*) = (a*, Q) = (au*, ya*, Q) = (Aa + bQv, dQv, Q) 
= @a, Ql = (0, QJ 
= (a). 
Da LI und a* positive Zahlen sind, folgt LZ = u*. Damit folgt unmittelbar 
d* = d, 
y = d2v. 
und 
LX = A+ bdv. 
Der dritten Gleichung ist damit 
a/t + bp = Ah*(d) 
zu entnehmen. Da L E f,,(Q) und dj Q, folgt p,l E 1 (d), und damit folgt 
b* = app + bp2(d). 
Wegen 0 5 b* c d* ist damit P eindeutig bestimmt. SchlieBlich berechnet 
man aus den beiden letzten Gleichungen 
p = l(ap+bp-ab*) 
und 
6 = p-dvb*. 
Wir betrachten nun den Spezialfall R = 
lb 
c J OQ' 




mit b* = pp+ bp2(Q), 0 5 b* -c Q. 
Damit ist das folgende Koroilar bewiesen: 
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KOROLLAR 1. Es sei L = 
ist. 
In gleicher Weise erXAlt man 
KOROLLAR 2. EsseiL = e rO(Q), dunn ist 
KOROLLAR 3. Es sei L= e IlY und 0 5 b -c Q. Setzt man 
t* = (Q, A+ bv), so hut P&LT) in CD eine Nullstelle der Ordnung &Q - tjf) 
gemessen in der Ortsvariablen 
KOROLLAR 4. Es sei L = E lI-. Setzt mun t = (Q, v), so hat die 
Funktion PQ,,I(L~) in a~ eine Polstelle der Ordnung &t2 - Q) gemessen in 
der Ortsvariablen 
Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist P,&Lr) = const. PO.**,&r). Diese Funktion 
hat in co eine Nullstelle der Ordnung 
gemessen in der angegebenen Ortsvariabeln. Urn die beiden letzten 
Korollare zu beweisen, gentigt es, aus der Matrixgleichung 
Rab,, L = L*RO.b.,,. 
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u* zu bestimmen. Hierbei erhalt man a* = (&+ bv, dv, Q). Durch Ein- 
setzen der entsprechenden speziehen Werte fiir a, b und d erhalt man beide 
Behauptungen, wobei man im ersten Fall noch beachten mu& daB die- 
Polstellenordnung die negative Nullstellenordnung ist. Es ist jedoch nicht 
beweisen, dal3 die genannten Polstellenordnungen und Nullstellenord- 
nungen nicht-negativ sind. 
Aus (1) folgt bekanntlich 
exp [ 2G (1 - 24Z)r], 
mit gewissen von I abhangigen Koeffizienten q,, die Q-te Einheitswurzeln 
sind. Multipliziert man diese Gleichung mit ezx’aTq(r), so erhalt man 
t,(r) f P(Qn + I) exp [2ni(n +m)r] 
n=o 
Nach Voraussetzung ist die linke Seite eine Modulfunktion zu der Gruppe 
IO(Q), welche offenbar nicht identisch verschwindet. Damit ist such die 
rechte Seite eine Modulfunktion zu der Gruppe IO(Q). Jeder einzelne 
Summand in der geschweiften Klammer auf der rechten Seite ist aber 
einzeln eine Modulfunktion zu der Gruppe I(Q) mit einem moglicherweise 
von b abhangigen Charakter. Es gibt aber eine Untergruppe der Gruppe 
I?(Q) von endhchem Index, auf der diese Q Charaktere iibereinstimmen. 
Damit ist die Exponentialfunktion auf der rechten Seite als Quotient von 
Modulfunktionen darstellbar. Da aber eine Modulfunktion entweder 
konstant oder nicht tiber den Rand der oberen Halbebene hinaus 
fortsetzbar ist, folgt 
Sei nun 
Die eingangs gestellte Frage ist damit sicher leicht zu beantworten, wenn 
bekannt ist, wie die xb zu wahlen sind, damit 
eine Modulf’unktion zur Gruppe IO(Q) ist. 
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HILFSSATZ 2. Die Q Funktionen f*(r) mit 0 5 b c Q sind linear 
unabhtingig. 
Beweis. Die genannten Funktionen sind offenbar genau dann linear 
unabhangig, wenn die Funktionen 
gb(T) = exp bni(b+ $)/Q-j q--l r$) 
linear unabhangig sind. Entwickelt man unter Verwendung von (1) diese 
Funktionen in Fouriersche Reihen, so folgt aus z y*gr,(r) = 0 die 
Identitat 
exp [2zim/Q] = 0. 
Nach dem Identitatssatz filr Fouriersche Reihen erhalt man hieraus das 
Gleichungssystem 
fiir 05 n< Q. 
Hieraus folgt yb = 0, denn die Koeffizientendeterminante ist sicher von Null 
verschieden. 
HILFSSATZ 3. Die Funktion 
ist h&hsten dann eine ModuIjiinktion zu der Gruppe ro(Q), wenn 
xb = x0 exp [ - 2nijb/Q] mit einer gewissen ganzen Zahl j ist. 
Beweis. In Korollar 1 setze man L = U = 
Hieraus folgt 
Damit erhtilt man 
1st f(r) eine Modulfunktion zu der Gruppe IO(Q) mit einem gewissen 
Charakter x, so folgt wegen der linearen Unabhgngigkeit der Funktionen 
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Zzi b -- 
xb ez4 QpJJ) = 
falls b = 0, 
1 
(7) 
falls b > 0. 
Da wir annehmen wollen, dal3 mindestens einer der ICoelTizienten xb von 
Null verschieden ist, folgt aus (7), dal3 alle KoefXzienten xb von Null 
verschieden sind. Multipliziert man in (7) tiber alle b, so findet man 
x(U)~ = exp [2ni(Q - 1)/24]. Durch diese Gleichung ist x(U) nur bis auf 
eine Q-te Einheitswurzel eindeutig bestimmt, d.h. es gibt eine ganze Zahlj, 
so daL3 x(U) = exp 2ni( Q - I + 24j)/24Q] ist. Hiermit erhalt man aus (7) 
xb = exp r .I -27cik xbel fur 0 -C b -CI Q, 
und damit ist die Behauptung 5quivalent. 
HILFSSATZ 4. Die Funktion 
ist hcchstens dann eine Moduljiiktion zu der Gruppe rO(Q), wenn Q eine 
zu 6 teilerfremde natiirliche Zahl ist. 
Beweis. In Korollar 1 setze man L = (& z)=(i$. Dann ist 




Q2 J 1-bQ ’ 
Es sei t = (b, Q), Q = tQ’ und b = tb’ gesetzt. Xo 1I habe die erste 
Spalte Man bestatigt unschwer L* = XU-t’X-l uncl 
G*) = dXU 
-t2, x-1)0(x, CF) 
o(x x-l) v(u+). 
, 
Die hier vorkommenden cr-Faktoren sind aber samtlich Eins. Somit 
erh%lt man u(L*) = exp [-2xit2/24]. Damit ist 
j(Lr) = i zzi exp [2z (I -24j)b] exp r$ CQ- t2)] &(r). 
Da die Substitution L in der Gruppe IO(Q) enthalten ist, folgt, f ist 
hochstens dann eine Modulfunktion, wenn 
exp E (Q- t2)] 
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von b unabhangig ist. Setzt man einmal b = 0 und einmal b = 1, so folgt 
Q2 = 1(24), Hiermit ist die Behauptung aquivalent. 
HILFSSATZ 5. Die Funktion 
ist h&hstens dann eine Modu&mktion zu der Gruppe rO(Q), wenn 
24j G l(Q) ist. 
Beweis. Es sei L = e EO(Q). Nach Korollar 1 ist 
mit 
b* = p2b+pp(Q) und L = C 
Bekanntlich ist 
u(y i) = (f) exp Ey(tx+d-3)], 
falls y > 0 und (7, 6) = 1. Sei v > 0 und zu 6 teilerfremd, dann ist diese 
Formel zur Berechnung von a(L) und von u(L*) anwendbar. Man erhalt 
2ni - 
24 
v(Q-l)(A+p-3) exp ] [z Q*-QQ] 
und 
(LT) = 6) exp r$ v(Q-l)(J+p-3)] 
x L x exp 
Qb 
E (I-%j-Q2)b] exp E b*Q] fb,(*). 
Da nut b such b* die Zahlen von 0 bis Q- 1 durchlauft, kann man such 
b* als Summationsindex auffassen. Da l -24j- Q2 durch 24 teilbar ist, 
kann b durch die modulo Q kongruente Zahl A2b* - A,u ersetzt werden und 
man erhalt schlieI3lich 
v(Q-l)(A+p-3) 1 . 
. i & exp [$Q (A2(l - 24j) - Q2(A2 - l)b*)] fb* 7). 
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Ausf(L~) = x(Ly(r) folgt nun durch Koeffizientenvergleich 
27ci 
24 v(Q-l)(l+p-3) &L (1-24j-Q2)] 
und 
ij(l -24j- Q2)(Lz - 1) G O(24Q) fur 0 5 II -C Q. 
Aus der zweiten Bedingung folgt insbesondere 
(1-24j-Q2)(L2-1)=0(3Q). 
Machen wir die zusatzliche Annahme ,I = 3, so folgt die Behauptung. 
SATZ I. Es sei Q eine natiirliche Zahl und 
sowie . 
Die Funktionen f(r) und F(z) sind dann und nur dann Moduljiinktionen zu 
der Gruppe IYO(Q), wenn Q eine zu 6 teilerfremde natiirliche ZahZ und 
xb = xo e2niQW4 ist, oder wenn diese Funktionen identisch hW1 sind. Der 
Charakter der Funktion F(T) ist der Hauptcharakter. 
Beweis. Die beiden Funktionen unterscheiden sich urn den Faktor 
q( Qr)/q(r). Dieser ist nach Korollar 2 eine Modulfunktion. Das bedeutet, 
daI3 bei einer gewissen Wahl der Koeffizienten f und F entweder beide 
Modulfunktionen oder beide keine Modulfunktionen sind. Sieht man von 
dem Fall ab, daf3 f identisch Null ist, so ist f nach den vorausgehenden 
Hilfssatzen hochstens dann eine Modulfunktion, wenn Q zu 6 teilerfremd 
ist und xb = xi’iQb’24 ist. Sei L = & r , v > 0, (6, v) = 1. Aus dem 
t ) 
Beweis von Hilfssatz 6 geht hervor, daI3 
ist. Nach Korollar 2 folgt 
z v(Q-l)(I+p-3)] F(T). 
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Berechnet man die Multiplikatorwerte, so findet man F&r) = F(r). Die 
hier betrachteten Substitutionen erzeugen aber die Gruppe IO(Q). Eine 
unmittelbare Folge hiervon ist der Satz 2: 
SATZ 2. Es sei Q eine natiirliche Zahl. Die Reihe 
nto p(Qn + 0 exp I30 + +I 




ist. Die Funktion 
f'd@ = dQ@ "z. AQn + 0 ev Wb + 4~1 
ist unter den genannten Voraussetzungen eine ModuIfunktion zur Gruppe 
rO( Q) mit dem Hauptcharakter. 
Fiir funktionentheoretische Anwendungen ist es wichtig, dal3 man einen 
Uberblick tiber die Polstellen der Funktion F(r) besitzt. Es ist offensicht- 
lich, dal3 die Funktion F(r) im Inneren der oberen Halbebene einschlieglich 
der Spitze oc holomorph ist. In der Spitze co besitzt die Funktion F(r) 
sogar eine Nullstelle der Ordnung [Q/24] + I. 
SATZ 3. Es sei L = AP 
c J VP 
g lr und Q eine positive zu 6 teilerfremde 
natiirliche Zahl. Ql sei der maximale zu v teilerfremde Teiier von Q. 
Weiter sei Qz = (Q, v) und Q3 = (Q, v2). Die Funktion 
FQ(~) = I 5 p(Qn + l) exp [2rci(rr + a)T] 
II=0 
hat in der Spitze L-~CCJ h&hstens einen Pal der Ordnung 
&$ (Q;-Q~ 
3 
gemessen in der der Spitzenbreite entsprechenden Ortsvariablen. Ist 
(Q, v) = 1, so ist die genaue Polordnung &(Q’ - 1). 
Beweis. Die Funktion F(T) ist ein lineares Kompositum der Funktionen 
PQol/Pl,,Q; diese haben nach Korollar 3 und 4 in cc einen Pol mit der 
genauen Polordnung at:-Q$) gemessen in der Ortsvariablen ezZ6. Es 
sei p ein Primteiler von Q2, dann ist p ein Primteiler von Q und von v, 
also kein Primteiler von L Damit ist p kein Primteiler von t,,. Deshalb ist 
tb ein Teiler von Q1 und tb s Q1. Damit hat F&r) im Unendlichen 
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hochstens einen Pol der Ordnung A(@-- Qi) gemessen in der Orts- 
variablen e’6. Falls die Kongruenz ,%+!Jv = O(Q1) modulo Q eindeutig 
losbar ist, gibt es nur einen Summanden mit maximaler Polordnung. Diese 
Kongruenz hat aber genau eine Losung module Qr und somit Q/Q1 
Losungen modulo Q. Daher ist &(Qi -Q;) die genaue Polordnung, falls 
Qr = Q ist. Da die Spitzenbreite in L-loo nicht Q sondern Q/Q3 ist, 
erhalt man: Die Polordnung ist hochstens A $ (Qi -Qg). Da die 
Polordnung einer Funktion mit Charakter 1 stets einlganze Zahl ist, folgt 
die erste Behauptung. Aus (Q, v) = 1 folgt Qi = Q und Q3 = 1. Damit ist 
such die zweite Behauptung bewiesen. 
Die Bedingung “ (Q, v) = 1” ist bekanntlich mit “ j7 ‘co ~0 bez. der 
Gruppe IO(Q) ” gleichwertig. Beschrankt man sich nun auf den Fall einer 
Primzahlpotenz, so erhalt man das wesentlich tibersichtlichere Resultat: 
SATZ 4. Es sei Q = pk, wobei p > 3 eine Primzahl ist. Die Funktion 
hat in allen Spitzen Nulistellen, mit Ausnahme der zu NUB aquivalenten 
Spitzen. In diesen Spitzen hat F(T) je einen Pal der Ordnung &(Q’ - 1). 
Beweis. 1st die Spitze L- ’ ro zu Null aquivalent, so ist v zu Q teilerfremd, 
und man entnimmt die Behauptung unmittelbar dem vorhergehenden 
Satz. 1st die Spitze L-rco nicht aquivalent zu Null, so ist v, Q2 und Q3 
durchp teilbar, wahrend Q1 = 1 ist. Folglich ist nach dem vorausgehenden 
Satz die Polordnung in der Spitze L- ’ co negativ. 
Falls Q eine Primzahl ist, laI3t sich das letzte Resultat prazisieren: 
SAW 5. p > 3 sei eine Primzahl. Die Funktion FJT) hat in den zu w 
GquivaIenten Spitzen eine Nullstelle der Ordnung [p/24]+ 1 und in den zu 
Null aquivalenten Spitzen einen Pal der Ordnung &(p* - 1). Der Hauptteil 
der Funktion F,,(T) in Null ist 





wobei als Ortsvariable q1 = exp 
2ni L 1 - F gewahlt wurde. 
Beweis. Die erste Behauptung wurde aus Satz 4 direkt iibernommen. Sei 
L=(i ;)=(; ;I). 
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Nach Korollar 3 und 4 zu Hilfssatz 1 hat die Funktion 
an der Stelle 0 einen Pol der Ordnung $r(tz - t’) mit tb = (p, b) und 
t = (p, 1) = 1. Das bedeutet, dal3 
einen Pal der Ordnung &( pz - 1) hat, wtihrend im Falle b > 0 die Funk- 
tion 
im Punkte Null holomorph ist. Das bedeutet, dal3 der Hauptteil der 
Funktion FJr) mit dem Hauptteil von 
iibereinstimmt. Die Entwicklung dieser Funktion in der Ortsvariablen 
hi 
q1 = e- F ist auf Grund von Hilfssatz 1 leicht zu berechnen. Man findet 
Das im Nenner stehende Produkt hat offenbar keinen EinfluB auf den 
Hauptteil, also stimmt der Hauptteil von F&T) mit dem Hauptteil von 
iiberein. Auf Grund der Eulerschen Identitat [2] 
folgt die Behauptung sofort. 
ANWENDUNGEN 
3. Es sei Q = p eine der Primzahlen 5, 7, und 13. In diesen drei 
Fallen ist der K&per der Modulfunktionen zur Gruppe I?&) ein 
rationaler Funktionenk6rper mit einer Erzeugenden. Als Erzeugende kann 
man eine beliebige Funktion dieses Funktionenkerpers wahlen, die genau 
eine Nullstelle erster Ordnung besitzt. Wir wahlen die Funktion 
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Da jp(r) jeden endlichen Wert im Innern der oberen Halbebene oder in 
den zu co aquivalenten Spitzen annimmt, ist eine rationale Funktion 
~(j~(r)) gmau dann im Innern der oberen Halbebene einschliel3lich der zu 
unendlich aquivalenten Spitzen holomorph, wenn diese ein Polynom ist. 
Da ~&r) im Unendlichen sogar eine Nullstelle und in 0 einen Pol der 
Ordnung &( p* - 1) besitzt, erhalt man die Darstellung 
&W--l) 
FpC~l = JZl ~JX+ 
Zur Berechnung der Koeffizienten betrachten wir die Hauptteile an der hi 
Stelle 0 beztiglich der Ortsvariablen q1 = e-F. Die Funktion j*(7) 
besitzt in dieser Variablen die Produktentwicklung 
Durch Potenzieren erhalt man hieraus die folgenden Hauptteile: 
Im Falle p = 5 : 
Im Falle p = 7: 
Im Fallep = 13: 
, 
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A- 
12 54 88 99 + E 
---- 
cl; -2 + iif d d q1 ’ 
14 77 182 0 
--+--:+>+-g-- 
d d q1 q1 
Durch Koeffizientenvergleich und Losung des entstehenden Gleichungs- 
systems erhalt man sofort: 
Im Falle p = 5 : 
Cl = 5. 
Im Falle p = 7: 
c2 = 49, Cl = 7. 
Im Falle p = 13: 
c7 = 135, &j = 135, c5 = 134*6, c4 = 133-20, 
c3 = 13’*38, c2 = 13.36, Cl = 11. 
Dieser Beweis der Identit%t 
ist einfacher als der urspriingliche Beweis von Zuckerman [II]. Die Falle 
JJ = 5 und p = 7 wurden der Vollstandigkeit halber ebenfalls behandelt. 
Es sei Q = p = 17. Urn die Funktion Fr7(~) als Quotient von Modul- 
formen gleicher Dimension darzustellen, beschaffen wir uns eine Ubersicht 
iiber die Modulformen mit durch vier teilbarer Dimension -k. Da die 
Gruppe I,,( 17) in lIY den Index 18 hat, hat jede nichtkonstante Modulform 
in einem Fundamentalbereich der Gruppe I’,-,(l7) genau Sk Nullstellen. 
Es sei 
i+4 
i =- und r2 = 
17 
sowei 
und L2 = 
Dann ist offenbar L”T” = r”(v = 1,2); d.h. die Punkte ri und r2 sind 
Fixpunkte der Ordnung 2. Wir setzen x0(L) = 1 und 
x(L) bedeutet im Folgenden stets einen dieser beiden Charaktere. Offenbar 
ist in jedem Falle x(LJ = x(L2) = 1. Damit beweist man, daI? jede 
Modulform f eines Typus {Ie(l7), -k, x} mit k = 2(4) als Funktion in 
der oberen Halbebene in den Punkten ri und r2 eine Nullstelle ungerader 
30 
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Ordnung besitzt. Die Nullstellenordnung vonfals Modulform zur Gruppe 
~~(17) ist also in diesen Punkten halbzahhg. 
Es sei G(r) die Eisensteinsche Reihe der Dimension -4 zu der vollen 
Modulgruppe und H(r) = G(l7r). Sowohl G(r) wie such H(r) ist eine 
Modulform des Typus {IY0(17), -4, x,-,1. Die Determinante 
Dk = Gk’4(~I)Hk’4(q) - Gk’4(~Z)Hk’4(~I) 
ist auf Grund des Transformationsverhaltens von G als Modulform zur 
vollen Modulgruppe leicht zu berechnen. Man erhalt 
Dk = G$12(i)(i-4)k(I- (ST). 
Da G(i) # 0 und (i+4)/(i-4) keine Einheitswurzel ist, ist Dk # 0. Somit 
konnen die Funktionswerte der Linearkombination 
gGk’4(r) + hHk’4(r) 
in den Punkten r1 und r2 behebig vorgegeben werden. Insbesondere ist 
damit gezeigt, dag die Punkte rr und r2 unter der Gruppe I-&7) 
inaquivalent sind. 
Weitere Modulformen konstruieren wir mit Hilfe quarternarer Theta- 
reihen. Diese sind Modulformen der Dimension - 2. Das Transformations- 
verhalten von Thetareihen wurde in grol3er Allgemeinheit von Schoeneberg 
[9] untersucht. Wir entnehmen den Schoenebergschen Untersuchungen 
den folgenden Hilfssatz: 
HILFSSATZ 7. Es sei C eine halbganze symmetrische positiv-definite 
vierreihige Matrix. Es sei disk(C) = det(2C). Die Thetareihe 
ist genau dann eine Moduvorm des Typus {r,,(p), -2, x}, wenn 
ftir 
ist. 
Sei disk(C) = 17. Es gibt genau eine Aquivalenzklasse von halbganzen 
symmetrischen positiv-definiten Matrizen mit der Diskriminante 17. Ein 
Reprasentant ist 
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Sei disk(C) = 172. Es gibt genau drei Aquivalenzklassen von halbganzen 
symmetrischen, positiv-definiten Matrizen mit der Diskriminante 172. 
Reprasentanten sind 
Sei disk(C) = 173. Es gibt genau eine Aquivalenzklasse von halbganzen 
symmetrischen positiv-definiten Matrizen mit der Diskriminante 173. Ein 
Reprasentant ist 
Wir benotigen im Folgenden einige Darstellungsanzahlen von nattirlichen 
Zahlen durch die diesen Matrizen entsprechenden quadratischen For-men: 
0 2 6 8 
6 4 0 24 
6 6 6 18 
12 10 6 56 
12 a 0 36 
18 18 18 54 
6 14 10 54 
18 24 36 120 
24 18 6 56 
Wir setzen 2C* = &(2C)-’ fiir C = Bl, Al, AZ, As, B2. Diese Matrizen 
C sind wieder halbganz, symmetrisch und positiv. Aus disk(C*) = 174 
disk-‘(C) folgt disk(BT) = 173, disk(A*) = 17’ und disk(Bg) = 17. 
Folghch ist BT zu B2 und B; zu Bl aquivalent, da es nur eine Klasse von 
Matrizen mit Diskriminante 17 bzw. 173 gibt. Da es drei Klassen von 
Matrizen mit der Diskriminante l72 gibt, kann man nur folgern, dag A: 
zu Av. aquivalent ist, wobei das Tripe1 (1*, 2*, 3*) eine Permutation des 
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Tripels (1, 2, 3) ist. Die Thetatransformationsformel 
und 
Offenbar sind die ersten vier Koeffizienten der Entwicklung von 
23(~4~)-33(~ A~)+~(TA) 
Null. Da eine nichtkonstante Modulform -der Dimension -2 genau 3 
Nullstellen im Fundamentalbereich der Gruppe F,,( 17) besitzt, folgt 
23(~, Al) - 33(r, AJ + 3(~, As) = 0. 
Die Thetatransformationsformel liefert eine zweite lineare Relation 
23(~, A:) - 33(~, A;) + 3(~ A;) = 0. 
Offenbar ist aber nur eine lineare Relation zwischen den drei Thetareihen 
moglich. Daraus folgt v* = v und 
und 
44 = fiY4 = x %@ 
w = La4 = E h” 
cc4 =-f2~~~~3~4 = x M” 
D(r) = hY4 = x dnq”. 
Auf Grund der angegebenen Darstellungsanzahlen berechnet man die 
ersten Koefhzienten der Potenzreihen : 
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n an h, G 4 
0 4 0 0 0 
1 -4 0 -2 0 
2 -11 1 -5 1 
3 14 6 2 -2 
4 -23 13 -5 1 
5 18 26 6 -2 
6 62 54 26 -2 
I -40 64 -12 4 
8 * 113 * 9 
9 * 146 * 2 
10 * 228 * -8 
Da die Darstelhmgsanzahlen einer positiven Zahl durch eine quad- 
ratische Form stets gerade sind, sind die EntwicklungskoetIizienten von 
fi, 4f2 und 4f3 sowie die Entwicklungskoethzienten von 16A, 16B, 16C 
und D ganze rationale Zahlen. Ohne Beweis sei angemerkt, dal3 die 
Entwicklungskoeffizienten von &T), B(T) und C(r) selbst ganze rationale 
Zahlen sind. Die Entwicklungen von A, B, C und D zur Stelle Null 
berechnet man tiber die Thetatransformationsformel. Hierbei findet man 
Da die Funktionen fl, .f* und f3 bei r1 und bei rz je eine Nullstelle halb- 
zahhger Ordnung haben, haben die Funktionen ,4, B, C und D an diesen 
beiden Stellen mindestens eine Nullstelle der Ordnung 1. Auf Grund der 
angegebenen Reihenentwicklungen hat D(T) bei Null und ao je eineNullstelle 
der Ordnung 2. Daraus folgt, dal3 D(7) keine weiteren Nullstellen haben 
kann. Insbesondere hat D(r) bei ri und bei rz je eine Nullstelle der 
Ordnung 1. Dementsprechend hat fl(r) bei Null und co je eine Nullstelle 
der Ordnung 1 und bei 7l und rz je eine Nullstelle der Ordnung l/2. 
Dem Beweis des folgenden Satzes kann eine Vorschrift zur Konstruktion 
einer Basis der Schar aller Modulformen des Typus {10(17), -k, x0} mit 
durch 4 teilbarem k entnommen werden. 
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SATZ 6. Es sei k > Q und durch 4 teilbar. Jede ganze Moduuorm des 
Typus {F0(17), -k, x0} ist ein homogenes Polynom in den Moduvormen 
-%9, Bt9, CC% DC+, (34 ml WT). 
Beweis. Es sei k = 4. Zu jeder Modulform F des Typus {Fe(l7), -4, x0} 
gibt es eine Linearkombination von G und H, so dal3 FI = F-gG- hH 
in rr und in x2 eine Nullstelle besitzt. Auf Grund der bekannten Null- 
stellenordnungen von A, B und C kann weiter gefolgert werden, daI3 es 
eine Linearkombination dieser drei Funktionen gibt, so daf3 
F2 = FI-aA-bB-cC 
in co eine Nullstelle zweiter Ordnung und in 0 eine Nullstelle erster 
Ordnung besitzt. Da die Funktion F2 in Null und co mindestens eine 
Nullstelle erster Ordnung und in rr und in rz eine Nullstelle der Ordnung 
mindestens + besitzt, ist F2 durchfr teilbar. Der Quotient ist eine ganze 
ganze Modulform des Typus {F0(17), -2, x0}, die in einer der beiden 
Spitzen des Fundamentalbereiches verschwindet. Nach dem Residuensatz 
hat dieser Quotient such in der anderen Spitze eine Nullstelle. Weiter wurde 
gezeigt, dag dieser Quotient in rI und TV je eine Zwangsnullstelle der 
Ordnung 4 hat. Somit ist F2 nicht nur durch fl sondern such durch 
f f = D teilbar. D araus folgt F2 = dD. Damit ist die Behauptung des 
Satzes im Falle k = 4 bewiesen. 
Nun sei k > 4. Zu jeder Modulform des Typus {F,,(l7), -k, x0} gibt 
es eine Linearkombination von Gki4 und Hk14, sodaI 
Fl c F- gGk14 - hHki4 
in den Punkten rr und rz eine Nullstelle besitzt. Auf Grund der bekannten 
Nullstellenordnungen von A, B und C in 0 und cc kann gefolgert werden, 
dat3 es eine Linearkombination der Funktionen Akj4, A(k’4)-1C, Bk14, 
Bcki4J-1C gibt, sodat 
F 
2 
= F -aAk/4clA(k/4)-~C-b~ki4-c2B(k/4)-~C 
1 
in 0 und co eine Nullstelle zweiter Ordnung besitzt. F2 hat wieder je eine 
Nullstelle bei rI und bei r2 und ist nicht nur durch fl sondern such durch 
D teilbar. Der Quotient ist eine Modulform des Typus { I?,,( 17), - (Ic - 4)/4, 
x0}, also ein Polynom in den genannten sechs Funktionen. Damit ist such 
F2 und F ein Polynom in den genannten sechs Funktionen. 
Eine Basis der Menge der Modulfunktionen des Typus {Fe(l7), - 16, 
x0} ist insbesondere 
{G4, H4, G3D, H3D, G2D2, H2D2, GD3, HD3; 
A4, A3C, A3D, A2CD, A2D2, ACD2, AD3; 
B4, B3C, B3D, B2CD, B2D2, BCD2, BD3, CD3, D4}. 
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Nun sei L = A- 17D. Auf Grund der angegebenen Reihenentwicklungen 
von A und D ist festzustellen, daI3 L in a~ und den dazu squivalenten 
Spitzen keine Nullstelle und in 0 und den dazu gquivalenten Spitzen eine 
Nullstelle dritter Ordnung besitzt. Die Funktionen A(T) und D(T) haben 
in x1 und in rZ je eine Nullstelle erster Ordnung. Damit hat such L(T) in 
diesen Punkten je eine Nullstelle. F = FI, L4 ist somit eine ganze Modul- 
form des Typus {r0(17), - 16, x0), die in a~ eine Nullstelle erster Ordnung 
und in ~~ und in ~~ eine Nullstelle vierter Ordnung besitzt. F besitzt also 
eine eindeutig bestimmte Darstellung als ein lineares Kompositum der 
oben genannten 24 Funktionen. Zur Vereinfachung bezeichnen wir diese 
in gleicher Reihenfolge rnit 
Es sei F=~uvUv+~vvVv+~ We W,,. Da F in rI und TV je eine 
Nullstelle vierter Ordnung besitzt, folgt zungchst Us = LQ = . . . = ZQ = 0. 
Mac Mahon hat eine Tabelle der Partitionenfunktion berechnet, die durch 
Ramanujan und Hardy [II] verWentlicht wurde. Dieser Tabelle entnimmt 
man 
FI,(~) = 7~+1002~2+311S5~3+526823~4+61856S9~s+ 
+56634173$+.... 
Mit L(T)=~-4q+... folgt hieraus F(r) = 1792q + . . . . Da nur die 
Funktionen v0 = A4 und VI = A4C in co keine Nullstelle zweiter oder 
hi5herer Ordnung besitzen, ergibt sich durch Koeffizientenvergleich 
hieraus 
u(J = 0, Ul = - 14. 
Eine Berechnung der iibrigen Koeffizienten ist miihsam und ergibt kein 
interessantes Resultat. Wir beweisen nur, dal3 diese Koeffizienten rationale 
Zahlen sind, deren Z%hler durch 17 teilbar ist und deren Nenner eine 
Potenz von 2 ist. Es sei 
W17h + l‘VJ = “!I rnq”. 
Die rn sind offenbar ganze rationale Zahlen. Auf Grund der angegebenen 
Darstellungsanzahlen und Partitionenanzahlen sind die Koetiienten 
rI, r2,. . . , r6 zu berechnen. Man findet, daI3 diese durch 17 teilbar sind. 
Multipliziert man diese Funktion mit (8f3)‘, so ist das Produkt ebenfalls 
in eine Potenzreihe mit ganzzahligen KoefTizienten entwickelbar, wo die 
ersten 6 Koeffizienten durch 17 teilbar sind. SchlieBlich sind die Koeffi- 
zienten der Reihenentwicklung von 
8*Fl7(I?-A4) = 17*8’J’l7 D(A3+A2L+AL?+L3) 
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durch 17 teilbare ganze Zahlen. Daraus folgt, dab die Funktion 
8*&L4+14A3C) = 8’~~~,(~-A4)+~~,~~+~~~~~ 
eine Potenzreihenentwicklung in der Ortsvariablen q besitzt, deren Keoffi- 
zienten ganze rationale Zahlen sind, von denen die ersten sechs durch 
17 teilbar sind. Auf Grund der bekannten Reihenentwicklungen von 
A(r), B(r), C(r) und D(T) folgt VV = 2’v*q + . . . mit ganzrationalem nicht- 
negativem ry, Die folgenden Koeffizienten sind rationale Zahlen mit 
2-Potenznenner. Da die Funktionen WV bei co mindestens eine Nullstelle 
der Ordnung 7 besitzen, konnen die Koeffizienten uz,. . , ZIP der Reihe 
nach bestimmt werden. Hierbei erhalt man rationale Zahlen mit durch 17 
teilbaren Zahlern und 2-Potenznennern. 
Nun sei F=F-~QV~=~ wV W,,. Aus der Definition von L(7) und 
aus (8) folgt 
Die Koeffizienten sind rationale Zahlen, deren Nenner ein Teiler von 
16 ist. Damit kann nach Satz 5 die Reihenentwicklung von F(r) zur 
Stelle 0 berechnet werden. Man findet 
W/T=+ z kd- 
II 0 
Die Koeffizienten kn sind hierbei rationale Zahlen mit 2-Potenznennern. 
Aus (8) kann such die Reihenentwicklung von u,, VV/T berechnet werden. 
Die Koeffizienten sind rationale Zahlen, deren Nennerabgesehen von 
einer Potenz von 2-hochstens durch 176 teilbar ist. Somit sind such die 
Koeffizienten der Entwicklung 
rationale Zahlen mit 2-Potenznennern. 
Aus (8) berechnet man die Anfangsstticke der qr-Entwicklungen von 
W,,(r) ] T. Man findet 
W”(T) 1 T = ~ 
1712i;l 
((-2yq;+. . .), 
wobei die nachfolgenden KoefIizienten rationale Zahlen mit 2-Potenz- 
nennern sind. Damit konnen die wV der Reihe nach berechnet werden. 
Man findet rationale Zahlen mit 2-Potenznennern. Der Zahler von IVY ist 
ersichtlich durch 176-cv’21 , also mindestens durch 17 teilbar. 
Nun betrachten wir die Funktion 
8 
FI,L4+14A3C= 5 uvVv+ x wvW,,. 
v=2 V=Q 
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Jeder Summand auf der rechten Seite besitzt eine q-Entwicklung, bei der 
jeder Koeffizient eine rationale Zahl mit durch 17 teilbarem Z&hler und 
%Potenznenner ist. Also ist jeder Koefiient der q-Entwicklung der Summe 
eine rationale Zahl mit durch 17 teilbarem Zghler und 2-Potenznenner. 
Das bedeutet, daB die Entwicklungskoeffizienten der Funktion 
8*(FI, L? + 14A3C) und die Entwicklungskoeffizienten der Funktion 
8*(& A4+ 14A3C) = 8*(F& + 14f&3 
durch 17 teilbare ganze retionale Zahlen sind. 
Die Funktion -8f3 besitzt eine Reihenentwicklung mit ganzen 
rationalen Koeflizienten. Das konstante Glied ist eine Potenz von 2. 
Daraus folgt daI3 jeder Koeffizient der q-Entwicklung von l/(8f3) eine 
rationale Zahl mit 2-Potenznenner ist. Wir betrachten nun die q-Entwick- 
lung von 
8(FITf3 + 14fz) = 8*(& A4+ 14/13C)(8j3)-‘. 
Jeder Koeffizient ist einerseits eine ganze rationale Zahl und andererseits 
eine rationale Zahl mit durch 17 teilbarem Zghler und 2-Potenznenner. 
Also sind diese Koeffizienten durch 17 teilbare ganze rationale Zahlen. 
Driickt man f2 und f3 durch die Thetareihen aus, so findet man: Die 
q-Entwicklung von 
i$~~I7wwI~+ 14(39(?&)- 8(7>mI 
hat ganzrationale Koeffizienten. Hieraus folgt die in der Einleitung 
genannte Kongruenzeigenschaft. 
LITERATUR 
1. DARLING, H. B. C. Proofs of certain identities and congruent enunciated by 
S. Ramanujan. Proc. London Math. Sot. 19 (1921), 350-372. 
2. EULER, L. De Partitione Numerorum. Novi comm. acad. SC. Petropolitanae 3 
(1750-51), 125 ff. Wiederabgedruckt in: “Opera Omnia,” Ser. 1, Vol. 2, com- 
mentatio 191 indicis Ennestrmmiani. 
3. HECKE, E. Analytische Arithmetik der positiven quadratischen Formen. KgI. 
Danske Videnskabernes Selskap. Math.-fys. MeaIielelser 13, 12 (1940). Wieder- 
abgedruckt in Math. Werke, 41. Abhandlung. 
4. KOLBERG, 0. Some identities involving the partition function. Math. Rand. 5 
(1957), 77-92. 
5. MORDELL, L. J. Note on certain modular relations considered by Messrs. 
Ramanujan, Darling and Rogers. Proc. London Math. Sot. (2), 20 (1922), 408-416. 
6. PETERSON, H. Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen. Teil I: Grenz- 
kreisgruppen und Riemannsche Fltichen; Theorie der Faktoren- und Multi- 
plikatorsysteme komplexer Dimension. Math. Ann. 115 (1938), 23-67. 
7. RAMANUJAN, S. Some properties of p(n), the number of partitions of n. Proc. 
Cambridge Phil. Sot. 19 (1919), 207-210. Wiederabgedruckt in The Collected 
Papers of S. Ramanujan, paper 25. 
458 HERRMANN 
8. RAMANUJAN, S. UND HARDY, G. H. Asymptotic formulae in combinatory analysis. 
Proc. Lundon &f&z. Sot. (2), 16 (1917), Records for 1 March 1917. Wieder- 
abgedruckt in The Collected Papers of S. Ramanujan, paper 34. 
9. SCHOENEBERG, B. Das Verhalten von mehrfachen Thetareihen bei Modul- 
substitutionen. Math. Ann. 116 (1939), 51 l-523. 
10. WEBER, H. “Lehrbuch der Algebra,” Band III (1908). 
II. ZUCKERMAN, H. S. Identities analogous to Ramanujan’s identities involving the 
partition function. Duke Math. J. 5 (1939), 88-110. 
